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Summary - The modelling of highly-heated subsonic turbulent jets. Among different approaches of the statistic 
treatment of the transport equations for variable-density fluid flows, a formulation is adopted which isolates the turbulent 
mass-fluxes contribution. It deals with centred statistical moments only. This choice enables the discussion of the 
transposal of constant-density closure-schemes to mass-weighted variables of heated free shear flows. The discussion 
focuses on first- and second-order closures for diffusion terms. The content of standard closure schemes in Favre variables 
is detailed. Concluding points are given concerning the relevancy of the different initial statitistical treatments to set 
the proper formal frame for deriving closure-schemes. Parabolic numerical simulations of heated jets including first- and 
second-order closures are then examined. The prediction of experimentally-asserted features of density effects on the 
mean field of variable density jets is verified. Some effects on turbulent quantities are underlined too. Comparaisons 
between mass-fluxes predicted at first- and second-order reveal that a first-order closure is likely to be sufficient. 
turbulence modelling / statistical treatment / jets / heated jets / turbulent mass fluxes / density effects / heat transfer / 
self-preservation 
R&urn6 - Apt-k un retour sur /es diffirentes alternatives de traitement statistique des t?quations d’e’volution d’un Puide 
d masse volumique variable, une formulation qui explicite la contribution des flux turbulents de masse est adopt&e. 
Celle-ci ne manipule en effet que des grandeurs statistiques centre’es. Dans ce cadre, on discute la transposition des 
mod.Ssations d masse volumique constante aux variables ponde’ries de I’koulement non isotherme. La discussion Porte 
essentiellement sur les fermetures au premier et au second ordre pour /es termes de diffusion. Le contenu des modkles 
usuels en variables de Favre est de’taille’. On propose de conclure quant au potentiel de fermeture des alternatives de 
formulation initiales. On illustre ensuite I’inte’re^t de simulations nume’riques paraboliques par fermetures au premier et au 
second ordre de jets turbulents chauffk. La restitution de I’effet de densit@ sur /es e’volutions des grandeurs moyennes sur 
/‘axe des jets est dLmont&e. La sensibilitt? de caracte’ristiques de /a turbulence au rapport de densite’ initial est abordee. 
On apporte enfin quelques LlLments pour juger de /a quake’ comparie des deux ordres de fermeture notamment pour la 
prediction des flux turbulents de masse. 
modelisation / turbulence / traitement statistique /jets /jets chauffes / flux turbulents de masse / effets de densite / transferts 
de chaleur / similitude 
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1 I INTRODUCTION 
Les jets suboniques fortements chauffes relevent 
des Bcoulements cisailles libres a masse volumique 
variable et a faible nombre de Mach. A ce titre 
ils sont representatifs des phenomenes physiques 
de transfer-m turbulents de chaleur et de quantite 
de mouvement hors effets de compressibilite et en 
l’absence de paroi. L’intensite relative des forces de 
flotabilite vis-a-vis des forces d’inertie peut faire 
passer du regime de jet inertiel a celui de panache. 
Nous nous placerons dans le premier cas, soit dans 
la region de jet inertiel telle qu’elle a Bte precisee 
par Joly et al (1994). Le caractere simplifie de cette 
situtation facilite l’analyse des effets de constraste 
massique (Thring et al, 1953 ; Pitts, 1986 ; Dahm 
et al, 1987 ; Stepowski et al, 1988 ; Richards et al, 
1993 ; Ruffin et al, 1994) et de leur representation 
par les fermetures aux moments statistiques (Chas- 
saing, 1979 ; Shih et al, 1987 ; Panchapakesan et al, 
1993). Elle est Bgalement adaptee a la conduite 
de campagnes experimentales (Sforza et al, 1978 ; 
Chassaing, 1979 ; Zhu et al, 1989 ; Sahr, 1990 ; 
Djeridane, 1994 ; Sautet et al, 1995) qui fournis- 
sent tres classiquement une reference vis-a-vis de 
laquelle ces modelisations sont evaluees. 
Le caractere succint de la physique des jets 
chauffes en limite cependant la portee applicative 
directe a des situations de melange telles qu’a la 
sortie des reacteurs double-flux, ou a la front&e 
libre dun jet de paroi pour le refroidissement des 
aubes des turbines de turbomachines. Malgre cette 
restriction, la strategic generale d’etalonnage pro- 
gressif des modeles de turbulence, en reference a 
des configurations de complexite croissante, fait en- 
visager le jet libre comme une premiere etape vers 
la simulation de cas industriels complets. C’est dans 
cette perspective que se place cette contribution, 
en s’attachant a l’examen d’alternatives premieres 
dans la mise en muvre des modelisations de la 
turbulence. 
La communaute scientifique concernee par l’ela- 
boration et la mise en ceuvre des fermetures en un 
point, dans le cadre des Bcoulements turbulents a 
masse volumique variable et basse vitesse, se preo- 
cupe depuis quelque temps de la necessite dune 
formulation ponderee par la masse volumique telle 
qu’initialement proposee par Favre (1965). Nous fe- 
rons le point sur la nature des autres propositions 
pour degager le contenu implicite des fermetures 
en variables de Favre. 
Nous allons done envisager deux aspects des 
jets chauffes turbulents. Le premier concerne le 
traitement statistique des equations et certaines 
precisions sur l’etape de fermeture dans le cadre 
d’ecoulements turbulents cisailles minces subsoni- 
ques, stationnaires en moyenne et a grand nombre 
de Reynolds de turbulence. Une deuxieme partie 
traite des aspects analytiques du comportement 
des jets chauds. La reflexion s’appuie sur les resul- 
tats dune procedure numerique de simulation des 
jets non isothermes par fermeture au premier ou 
au second ordre. 
2 I STRATiCIES DE FERMETURE ET 
FORMULATIONS STATISTIQUES 
Nous revenons, en premier lieu, sur les questions 
de formulation statistique des equations d’bvolution 
du fluide a masse volumique variable pour aborder 
ensuite les consequences de celles-ci en terme de 
potentiel de fermeture. 
2.1. ALTERNATIVES DE FORMULATION DES 
EQUATIONS AUX MOMENTS 
La formulation le plus couramment utilisee est celle 
proposee par Favre (1965). Nous allons revenir sur 
cette formulation en montrant qu’elle recouvre un 
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choix de regroupements des termes generes par 
les non-linearites liees aux produits par la masse 
volumique. Ce point de vue permet de mieux situer 
deux approches recentes, (Chassaing, 1985 ; Shih 
et al, 1987) dont la premiere est celle retenue dans 
cet expose. 
Dans les equations d’evolution des moments sta- 
tistiques de l’ecoulement turbulent a masse volumi- 
que constante, l’apparition de correlations d’ordre 
n + 1 dans l’equation aux moments d’ordre n est le 
resultat de la non-linearite d’ordre deux du terme 
d’advection. En situation d’ecoulement turbulent a 
masse volumique variable, cette non-linear&e est 
alors d’ordre trois et une non-linearite d’ordre deux 
emerge de la seule quantite transportee. Soit Sp cette 
derniere, ie, une composante de la vitesse ou un sca- 
laire, la contribution moyenne des produits p@ et 
p@G donne lieu a la somme de termes suivants : 
- 
2 = p6 + p’q5’ (1) 
-- - 
p@u, = pa% + pfpu: + p’qm + p’u;@ + p’@u; (2) 
En suivant Chassaing (1985) et Chassaing et al 
(1994), on montre done que la proposition de Favre 
consiste a operer un regroupement des deux termes 
de l’bquation (1) pour former la quantite ~6 et a 
constituer deux groupes a partir des cinq termes du 
second membre de (2) : 
- -- 
pspu, = pmJ, + pep%; (3) 
ou 4” et u’,’ sont des fluctuations relatives aux 
moyennes ponderees, & et 3,. 
L’alternative due a Chassaing (1985) va dans 
le sens dune description moins synthetique des 
differentes correlations issues des non-linearites. 
Le seul regroupement est opere sur les quantites -- 
ii@u: et p’&u; pour former une correlation d’ordre 
dew pond&de p@~i dans laquelle les fluctuations 
4’ et u’, sont cent&es. La forme (1) reste inchangee, 
mais la moyenne du terme d’advection (2) donne 
lieu a trois types de contributions : 
Cette structuration des contributions du terme 
d’advection permet alors de parler de regroupement 
ternaire en contraste avec le regroupement binaire 
propose anterieurement par Favre (1965). A ce 
stade du developpement, il est admis qu’entre 
ces deux Bcritures, le degre de compacite fait 
la seule difference, le contenu &ant le meme. 
Notons par ailleurs que cette tendance a la 
conservation explicite des correlations, avec la 
fluctuation de masse volumique, peut aller au-delh 
du regroupement ternaire. Purwanto (1994) detaille 
les implications dune Bcriture sans le regroupement --- 
pyu: + p’qY$ = ppu;. 
Lalternative concue par Shih et al (1987) 
contourne la difficult6 des non-linear&es supple- 
mentaires en posant des bilans par unite de masse, 
en divisant les equations de Navier-Stokes par la 
masse volumique, et ce, avant traitement statisti- 
que. Ce choix pen-net de conserver des inconnues 
statistiques non ponderees : 
NJ, = 6rsi, + c$%L; (5) 
Cette ecriture pose cependant le probleme du 
traitement en moyenne de l’inverse de la masse 
volumique (l/p) que l’on trouve dans la plupart des 
termes du second membre des equations. Sur ce 
point, on notera que la solution nest pas unique : 
i) Shih et al (1987) pro&dent h un developpement 
limit& sous l’hypothese restrictive : p’/p < 1 ; ii) plus 
recemment Aurier et al Rey (1993) montrent que 
l’utilisation du volume massique per-met de lever 
cette restriction. 
Ces dernieres solutions contrastent avec les dew 
premieres par la nature des termes sur lesquels doit 
porter l’effort de modelisation. Pour cette raison, 
nous poursuivons la discussion de la strategic de 
fermeture sur les formulations par unite de volume. 
2.2. STRAT~IES DE FERMETURE N UN POINT 
Aux deux niveaux de fermeture, la formulation 
dune equation de transport du taux de dissipation 
mecanique & repose sur un principe d’analogie avec 
les mecanismes de creation-destruction d’energie 
cinetique de la turbulence I et sur un etalonnage 
des constantes par des resultats experimentaux. 
Quel que soit le choix de formulation initiale, ce 
principe n’est pas renouvele a ce jour et ne sera pas 
discute. 
2.2.1. Fermetures au premier ordre de 
We (k4 
Purwanto (1994) donne une revue detaillee de l’en- 
semble des problemes de fermeture au premier or- 
dre. Nous nous limiterons cependant a la modeli- 
sation des tensions de Reynolds qui fondera nos 
conclusions sur la question du choix de formu- 
lation. 11 s’agit done de proposer une modelisa- 
tion des correlations puI,Iu:) (fluctuations relatives 
aux moyennes pond&es) et pu’,u; (fluctuations 
centrees). 
Rappelons d’abord le contenu de l’hypothese 
de Boussinesq en Bcoulement a masse volumique 
constante : 
-,I,,; + 5 fE&, = 7&(2&j - ; Dsz,7) (6) 
ou & = :(a%,, + U,.,) est le tenseur des vitesses de 
deformation moyennes. 
Donnons ensuite la solution de fermeture 
adoptee generalement en formulation de Favre pour 
exprimer les tensions de Reynolds ponderees : 
-pu;u; + ; plcs,, = pvt(2& - f OS,,) (7) 
Le passage de l’une a l’autre pro&de, en quelque 
sorte, dune analogie formelle basee sur celle des 
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equations de quantite de mouvement dans les deux 
cas. Now allons developper maintenant le raccourci 
que constitue la transposition de (6) a (7). Pour 
cela revenons a l’expression de pu:/$’ en variables 
cent&es : 
Le produit de (6) par p fournit le modele 
pour ~u;u;. 11 reste a batir un modele de niveau 
equivalent pour la correlation triple p’uiu: et pour 
les flux turbulents de masse p/u: : 
--p’u:u; + f /h.L;u/, 5,, 
(9) 
En reportant (9) avec cpu = 1, (10) et p x (6) clans 
(81, on obtient enfin : 
En faisant le choix pp = 0,5 tel Speziale et al 
(1991), le seul &art au modele transpose (7) est le 
terme diagonal de la derniere ligne de (11). Pour la 
correlation pu”‘u” le modele transpose (7) est riche 
des modeles (6), (9) et (10) et ne souffre pas de cette 
derniere restriction. 
L’analyse precedente revele done un contenu 
implicite du modele transpose (7). Ce contenu est le 
resultat dune fermeture standard pour u:u; et de 
fermetures de type gradient pour les correlations 
p’z(ug et les flux turbulents de masse p/u:. 
Ce constat permet de proposer un modele a 
contenu equivalent pour la correlation pu~w~ de la 
formulation en regroupements ternaires : 
La demarche proposee fait done le point sur le 
contenu des modeles usuels pour la fermeture au 
premier ordre des contraintes de Reynolds. Ou- 
tre le terme principal exprime par l’hypothese de 
Boussinesq, deux autres termes, specifiques de la 
situation a densite variable, sont modelises par des 
schemas de niveau equivalent. L’utilisation de rela- 
tions de passage entre les deux formulations permet 
de conserver, au-dela de Yetape de modelisation, un 
contenu identique des systemes d’equation sous les 
deux formes. Ce resultat montre que les deux Bcri- 
tures ont le meme potentiel de fermeture et qu’un 
parallele rigoureux permet #assurer leur Bquiva- 
lence jusqu’avant la resolution. 
2.2:2. Fermetures au second ordre 
Pour les fermetures au second ordre, il est reconnu 
que la modelisation de la correlation pression- 
deformation est la difficulte principale. Joly (1994) 
montre que les nuances de formulation des modeles 
en variables ponderees ou centrees n’avaient que 
peu d’effet. Cette remarque vient en complement 
dun constat anterieur par Shih et al (1987) selon 
lequel les mecanismes de redistribution d’energie 
ne sont pas alter& par la variation de masse 
volumique dans un champ moyen <<isovolume>) 
(D 4 0). 
Nous allons plutot revenir sur l’interet de la 
demarche du paragraphe 2.2.1., mais en l’appli- 
quant a la fermeture des diffusions turbulentes 
dans les equations aux moments d’ordre deux. 
Considerons la diffusion turbulente d’energie cineti- 
que de la turbulence, soit la divergence du ten- 
seur d’ordre trois pond&e pu~u:‘u~ en fluctuations 
d&entrees et pu:u+~: en fluctuations centrees. 
La relation de correspondance entre ces deux 
quantites est la suivante : 
pu:‘u~‘u:’ = ji@q -7 __~ - (2p'4 u:u, + p'uj 2k) 
__~__ 
+2p’u{ p’u; p’u; /p” (13) 
En negligeant le dernier terme qui est toujours plus 
petit que le second et en decomposant le premier, il 
vient : 
pqu;‘u:’ = pu;u:u;+p’u:u:1L: - (2p’ui u:u; + p’u; U:u;) 
SC 
(13) 
Comme ce fut le cas pour les tensions de Reynolds, 
considerons le modele de type gradient pour la 
correlation triple de vitesse u:uiu:, soit : 
Ut &L’u’ 
-u’u’u’ 1 - 2z 
1 1 3 
gk ax, 
Dans l’ecoulement turbulent cisaille mince, On 
montre par ailleurs que la difference entre k = 
ipu;u:‘/p et Ic = ipu:u:/p est faible et que ces deux 
quantites sont essentiellement egales a ia. En 
suivant cette voie, le modele pour la correlation 
pu~u~u~ en est au stade suivant : 
Le modele usuel est de type gradient (premiere 
contribution) et admet done implicitement que la 
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somme QG est nulle. Cette hypothese stipule done la 
quasi-normalite des fonctions densite de probabilite 
(fdp) conjointes des fluctuations de vitesse et de 
masse volumique. Or les resultats experimentaux 
de Birch et al, 1978 ; Chefer et al, 1983, So et al, 
1991) montrent un comportement bimodal de la 
fdp simple de la masse volumique et des lois 
conjointes. La pratique de la simulation des jets 
chauffes montre cependant que cette hypothese va 
dans le sens de la restitution de l’effet de densite 
sur l’evolution axiale de l’energie cinetique de la 
turbulence (§ 3.1). Nous admettons done qu’elle soit 
mise en ceuvre, en l’absence d’autre proposition. 
La modelisation de la diffusion turbulente en 
regroupement ternaire doit done integrer explici- 
tement l’hypothese quasi normale pour contenir la 
meme information que son homologue en variables 
de Favre : 
--p216u:zLs = 262 g - (p’u$ -- 2k + 2p’4 -- u;u;, (17) 
3 
En conclusion de cette partie, devalue aux ques- 
tions de fermeture et a leur relation a la formulation 
initiale, il ressort que les deux ecritures donnent 
lieu aux memes difficult&. Celles-ci peuvent Btre 
traitees en conservant l’identite de contenu physi- 
que des systemes fern& d’equations aux moments 
statistiques dans les deux cas. Cette identite de 
contenu n’est pas cependant garante de la u qualite >) 
de la modelisation. Ce resultat permet cependant 
de decider sans regret de l’ecriture la plus favorable 
a un objectif donne. Pour notre part, nous voulons 
mettre l’accent sur le role des flux turbulents de 
masse dans la modification de l’ecoulement soumis 
a gradient de densite. C’est done tres naturelle- 
ment que nous retiendrons la formulation qui les 
explicite, ie, celle qui procede par regroupements 
ternaires. 
2.2.3. Modklisation des flux turbulents de 
masse 
Nous nous attacherons, par la suite, a donner 
la difference de qualite de prediction des flux 
turbulents de masse par les fermetures au premier 
et au second ordre. Les deux modeles qui seront 
compares sont les suivants : 
- premier ordre ----f type gradient : 
- second ordre (deux &apes) : 
1) resolution dune equation de transport pour 
les flux turbulents de chaleur ponder& 
Les termes l&i et T,j sont modelises comme suit : 
-- -- - - 
&i = b,, pB’u;U,,, + bl pB’u;U,,z + b:! pt”u: E/k 
-- -- 
T,, = d, ia(pB’zL:Ip),h - (p0’ u;u; + pu; vu: 
-- 
+ pu: e’u; ) 
2) deduction par une consequence de la loi d&at 
degeneree sous la condition de faible nombre de 
Mach de turbulence : 
PO’U pu:x -y (20) 
La justification de (20) est detaillee dans les 
references Joly et al (1993) et Joly (1994). Elle re- 
pose sur l’examen de l’ordre de grandeur relatif 
des fluctuations de pression et de masse volumique 
dans l’ecoulement subsonique. En effet la differen- 
tiation logarithmique de l’equation d’etat du gaz 
parfait donne : 
dP dp dT -= 
P PST (21) 
Cette relation en indique une autre, approchee 
celle-la, sur l’ordre de grandeur des fluctuations 
relatives des variables d’etat : 
P’ _A+$ 
P (22) 
Soit Mt = u/c le nombre de Mach de turbulence 
ou le rapport dune echelle de fluctuation de vitesse 
a la celerite du son, on montre aisement que la 
fluctuation relative de pression dans un Bcoulement 
turbulent croit avec le car-r-6 du nombre de Mach de 
turbulence. Dans la limite de l’ecoulement subsoni- 
que, cette variation relative est negligeable vis-a-vis 
de celle de la masse volumique et de la temperature. 
Ces deux scalaires sont done asymptotiquement an- 
ticorreles dans la limite Mt -+ 0 soit : 
(23) 
3 I SIMULATIONS NUMCRIQUES 
PARABOLIQUES DE JETS CHAUFFiS 
L’ensemble des resultats de calcul est issu dune 
procedure numerique de type parabolique qui 
constitue une generalisation de la method@ de 
Patankar et Spalding aux Bcoulements a masse 
volumique variable. Harran (1994) et Purwanto 
(1994) sont a l’origine des modifications recentes 
qui font, de la version actuellement utilisee dans 
l’equipe, un outil adapt6 aux tests des options 
de modelisation. La nature auto adaptative du 
maillage est un facteur de reduction du temps 
de calcul et la description du demi-jet par une 
quarantaine de points est suffisante pour assurer 
Pindependance au maillage. 
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La nature parabolique de la simulation ne per- 
met pas la prise en compte d’eventuelles regions de 
recirculation ou la vitesse moyenne longitudinale 
serait negative. 11 est par exemple exclu de tenter 
la simulation de jets a flottabilite negative ou l’effet 
dit de “fontaine,) genbre, a terme, des recircula- 
tions later-ales. Le systeme des equations resolues, 
detail16 en annexes A et B pour les deux niveaux de 
fermeture, subit conjointement des simplifications 
liees aux hypotheses de type couche limite. Ces 
hypotheses reposent sur la distorsion geometrique 
entre les Bchelles de longueur caracteristiques de 
l’advection longitudinale et de la diffusion transver- 
sale, e < L. Cette distorsion geometrique s’accom- 
pagne dune distorsion cinematique de mdme rap- 
port entre les composantes longitudinale et trans- 
versale de la vitesse moyenne, v/u z f/L, et ce 
en vertu de la nature soleno:dale du champ de 
vitesse moyenne aux faibles nombres de Mach (Joly, 
19941, soit &V + 3,v = 0. Ces relations d’ordre de 
grandeur permettent de negliger les termes expri- 
mant une diffusion longitudinale en comparaison a 
ceux de la diffusion transversale. Cette approxima- 
tion est operee sur les equations resolues, et done 
adoptee pour l’ensemble du domaine de calcul. L’axe 
du jet et les regions de frontiere, surtout pres de la 
section de sortie, sont pourtant des lieux de rela- 
tive faiblesse des hypotheses de couche limite. A la 
front&-e la distorsion cinematique moyenne V < 0’ 
n’est pas verifiee et l’axe de symetrie est un lieu de 
diffusion transversale nulle. 
La consequence de ces objections aux hypotheses 
de couche limite pour la predetermination des jets 
libres est souvent abordee, comme ici, dun point 
de vue heuristique. Ce point de vue est fond6 sur 
le constat que la simulation parabolique offre un 
niveau de representativite compatible avec l’exa- 
men (<comparatif>, des differents modeles sur les 
caracteristiques de la zone cclointaine>) des jets 
libres. Les regimes d’evolution en zone lointaine 
des grandeurs moyennes sur l’axe ont, en vertu 
de la propriete de similitude, un caractere uni- 
verse1 que reproduisent les campagnes experimen- 
tales et les simulations numeriques. En revanche, 
le positionnement longitudinal de ces regimes de 
similitude, specific par les origines fictives, n’est 
cependant pas universel. Ces origines fictives con- 
centrent en quelque sorte les particularites des 
conditions d’experience pour les resultats experi- 
mentaux dune part, et dependent dfautre part de 
la specification du profil initial de dissipation et 
de la faiblesse des hypotheses de couche limite en 
zone proche dans le cas de la simulation numerique. 
Pour ces raisons, la comparaisons experience-calcul 
des taux d’evolution des grandeurs moyennes est 
fondee, celle des origines fictives ne peut etre me&e 
sur des bases solides. Les procedures numeriques 
elliptiques, telles que celle mise en muvre par Ruf- 
fin (1994) et Ruffin et al (19941, sont exemptes 
des restrictions discutees (cf supra), mais ne levent 
pas l’ambiguite dune comparaison cq pied-a-pied a) 
experience-calcul. 
La difficult6 essentielle de la question precedente 
vient de ce que le taux de dissipation mecanique 
n’est pas une grandeur directement mesurable. 11 
doit etre initialisee sur la base d’arguments physi- 
ques dont la validite n’est pas v&ifiBe experimenta- 
lement a ce jour. Ruffin (1994) discute par exemple 
trois conditions de prescription du profil initial de 
la dissipation. Nous retenons ici la proposition de 
Harran (19941, l’incidence de ce choix n’etant pas le 
sujet central de la presente discussion. Cette propo- 
sition repose sur une condition de compatibilite du 
profil de dissipation avec un schema de fermeture 
(k, E) pour la contrainte de cisaillement turbulent : 
-2 
,,-,-olli 
u’u’ aY 
(C,, = 0,09) (24) 
3.1. PREDICTION DE CARACT~RISTIQUES 
GLOBALES D’UN JET DE TUBE CHAUFFC: 
Les resultats qui suivent sont ceux de la procedure 
au second ordre. 11s concernent un jet isotherme 
de reference, design6 par la lettre i, et trois jets 
chauds de rapport de densite croissant, design& 
par cl, c2 et CQ. Les caracteristiques de ces cas 
test sont precisees dans les tableaux V et VI. Elles 
correspondent aux conditions en section d’emission 
d’ecoulements dont le schema est don& en figure 1. 
Les conditions aux frontier-es du domaine sont 
celles dune atmosphere au repos, ie, les moments 
statitiques y sont maintenus a la valeur nulle 
except& la densite et la temperature moyenne. 
On donne en figure 2 l’evolution longitudinale 
de la vitesse et de la temperature moyenne 
sur l’axe pour ces conditions. L’analyse va en 
Paramdtres globaux des cas tests 
TABLEAU VI / TABLE VI 
Paramttres de sortie communs au cas tests 
Exit parameters pertaining to all test-cases 
Vitesse sur l’axe Ujrt = 20 m/s 
Diamktre d = 0,04 m 
Temperature uniforme du jet l& = 288 “C 
Nombre de Reynolds Re = Uj,td/v = 54000 
Ratio de la vitesse debitante 
ii la vitesse sur l’axe 0,827 
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d 
I 
Milieu au repos 
Fig 1. Configuration d’tcoulement de jet chauffk 
Fig 1. The heated jet. 
x/d 
Fig 2. Dtkroisance de vitesse moyenne (a) et de 
tempe’rature moyenne (b) sur /‘axe des jets : (-) S, = l., 
(- -) S, = 0,63, (- - -) S, = 0,3, (--) S, = 0,14. 
Fig 2. Mean velocity decrease (a) and mean temperature 
decrease (b) on the axis of heated round-jets. 
6tre don&e relativement au r6gime de similitude 
approchbe en zone lointaine. 11 est admis en effet 
que pour des nombres de Froude suffisamment 
importants, on puisse considbrer qu’une r&ion 
intermkdiaire prksente un comportement conforme 
aux lois d’6volution du regime inertiel du jet. Une 
revision de la condition portant sur le nombre de 
Froude minimal figure dans les kfkences Joly et al 
(1994) et Joly (1994). Le critkre s’Bnonce alors de la 
man&-e suivante : 
F > F,(S, - l)“S,$ (25) 
oti F, = 95000 est une valeur issue de la synthke 
(Chen et al, 1980) de donn6es experimentales sur les 
jets A densit variable. Comme l’ensemble des cas 
tests report& au tableau V ne v&ifient pas le wit&e 
(25), les regimes de similitude sont qualifi& pour 
une s6rie de simulations effectubes en <<apesanteur 
numkique~~, ie, pour un nombre de Froude infini. 
Soit U* et C” la vitesse moyenne adimensionnelle 
sur l’axe et la masse volumique adimensionnelle 
d6finies comme suit : 
(J*+e ; 
c* = Pax, -  pat 
pjet - Pext 
(26) 
ud est une Bchelle de vitesse caract&istique des 
grandeurs intkgrales dynamiques de la section 
d’kmission : ud = Jo/Do. I1 S’agit d’une Bchelle 
dont la definition est compatible avec celle due B 
Dahm et Dimotakis (1987) d’un diametre 6quivalent 
xd = ~D,(Tc~,,J,)-~. L’hypothkse de similitude des 
profils moyens impose les lois d’kvolution de U* et 
de C* dkfinies par : 
u’ = A,1 &/(Z -xc) et c* = A,1 &/(z -z$) 
(27) 
Les valeurs calcul6es des paramktres A,1 et A,1 
sont reportkes sur la figure 3. Elle sont extraites 
d’une r&ression linbaire de type moindres carrk, 
appliqu6e ZI la region de similitude sur les inverses 
de U” et de C*. Le coefficient de corklation de la 
rkgression est toujours trks proche de l’unit6, ce 
qui atteste effectivement du comportement lin6aire 
de ces grandeurs. Par ailleurs la Constance A 5 % 
p&s des parametres A,I et A,1 indique & la fois le 
succks de l’analyse dimensionnelle conduisant B la 
definition des Bchelles caractkistiques ud et & et 
l’int&& du choix de l’apesanteur numkique pour 
dkgager le r6gime de similitude inertielle. Mais elle 
atteste Bgalement de la fidelit de la simulation 
avec l’analyse physique des effets de densit sur la 
similitude des jets $ densit variable. La dispersion 
des &ultats expbrimentaux rassembltk par Joly 
et al (1993) vient, pour une part, de la simplification 
courante ud = ujet qui ne permet pas la comparaison 
des jets de tube et des jets de buse et, d’autre 
part, de valeurs expCrimentales du nombre de 
Froude bien en-de$a du niveau minimal donnt5 par 
(25). Compte tenu de l’argumentation prkkdente, 
il est done acceptable que le niveau calculk de 
8.0 , I 
,, 
,,, 
( 
,, 
. 
6.0 I 
Fig 3. Constantes normalise’es de dkroissance de (a) la 
vitesse sur /‘axe A,1 et de (b) /a masse volumique adi- 
mensionnelle sur /‘axe A,1 : comparaison des r&u/tats de 
calcul (o-o) avec /es don&es exptrimentales (symboles) 
et leur moyenne se/on Chen et Rodi (Zhu, 1989) (-.--). 
Fig 3. Normalized constants appearing in the self- 
preserving laws for the decrease of (a) the on-axis 
mean velocity, AU1, and (b) the on-axis non-dimensionnal 
density, A,1 : comparisons of predicted values (o-o) 
with the experimental ones (symbols) and their mean 
value established by Chen and Rodi (Zhu, 1989) (-.-). 
105 
L Joly, A Purwanto, C Harran, P Chassaing 
A,1 et A,1 se situe au centre du nuage des points 
experimentaux. 
La figure 4 montre l’influence du rapport de 
densite sur la position et la valeur du maximum 
d’energie sur l’axe des jets chati&. La tendance a 
I’augmentation de ce maximum et a son decalage 
vers l’amont avec la diminution du rapport de 
densite est restituee. La valeur du pit est comparee 
aux resultats experimentaux de Sautet (1992) et 
de Djeridane (1994). Le calcul se situe a l’interieur 
de la plage delimitee par ces deux references expe- 
rimentales. Ce point positif ne doit pas occulter la 
restriction formulee (cf supra) quant h la validite 
de telles comparaisons au regard du manque 
d’information sur le profil de dissipation dans la 
section d’emission. 
2kJJ,’ 
Fig 4. (a) Evolution de l’inergie sur l’axe des jets chauffis 
(mime kgende que fig 2; (b) Sensibilitk du maximum 
d’knergie SW /‘axe au rapport des masses volumiques d 
I’e’mission. 
Fig 4. (a) On-axis turbulent kinetic energy of heated round- 
jets (same as in fig 2. (b) Predicted and experimental level 
of the maximum of turbulent-kinetic-energy versus the 
exit density-ratio. 
L’ensemble de ces resultats montre la fiabilite 
de la simulation numerique, et de l’ensemble de 
la modelisation au second ordre adoptee pour la 
restitution des effets du contraste thermique entre 
le jet et l’atmosphere au repos. Pour revenir sur 
le detail de la discussion du contenu des modeles 
de diffusion, l’effet de densite sur la position et 
la valeur du pit d’energie cinetique sur l’axe ne 
serait pas correctement rendu sans l’hypothese 
quasi nor-male, explicitee en regroupement ternaire. 
3.2. EFFET DE DENSITY SUR LE CHAMP PROCHE 
Nous allons donner maintenant les premiers 
elements d’une analyse de l’effet de densite sur la 
modification de la dynamique du jet dans la region 
proche. Cette region, dont l’etendue a ete precisee 
par Joly (19941, voit le taux de decroissance de la 
vitesse moyenne sur l’axe, modifie par l’action des 
flux turbulents de masse. Nous proposons de lire 
cette modification sur l’evolution longitudinale de 
deux parametres : le taux de decroissance <<local), 
de la vitesse sur l’axe, AzL1(tz), et la pente a l’ori- 
gine “locale,, du profil de la contrainte de cisaille- 
ment turbulent, KIL,I(x). Ces parametres sont definis 
comme suit : 
(28 
Nous allons nous limiter au jet isotherme (i) et au 
jet le plus chauffe, cas (~3). Ce dernier est Cgalement 
conduit en supprimant l’action de la pesanteur 
pour mettre en evidence le contraste par effet des 
forces de flottabilite. La figure 5 donne l’evolution 
longitudinale de ces deux parametres pour les trois 
cas. La figure 6 montre la (c trajectoire p> de ces trois 
jets dans le rep&e (A,I, K,,,.). 
Ces figures illustrent le lien de causalite entre 
l’augmentation de la pente a l’origine du profil 
de u’v’ et la decroissance de vitesse sur l’axe. 
La figure 6 met l’accent sur l’evolution conjointe 
des parametres locaux du jet. On constate la 
convergence des trajectoires des jets purement 
inertiels vers le point de coordonnees (6: 2; 0,5), 
caracteristique de ce regime de similitude. Pour 
ces jets inertiels, l’analyse du comportement en 
zone proche revient done a celle de la trajectoire 
ib) 
L-,,r, ,~,a',, 
100.0 200.0 300.0 
x/d 
Fig 5. ia) &olution du paramtitre local de dkroissance de 
la vitesse sur l’axe A,l(x) et (b) de la pente d l’origine du 
profil de la contrainte de cisaillement turbulent K,,(X) : 
(-4 S, = l., (- - -1 S, = 0,14 et g = 0, (-.-) S, = 0: 14 et 
g = 9,81. m.ss2. 
Fig 5. (a) Streamwise evolution of the local velocity 
decrease parameter Awl(z) and (b) the on-axis non- 
dimensionnal slope of the turbulent shear-stress profile 
Ku”(z) : (-) S, = l., (- -) S, = 0:14 et .q = 0, 
(-.-I S, = 0.14 et 9 = 9.81 m.s-’ 
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9 I1 
Fig 6. Trajectoire des trois jets dans le rep&e (Aul, Ku,) 
(m&me le’gende qu’en fig 5). 
Fig 6. Trajectories of three heated jets in the (Aul, Ku,)- 
coordinates (same as in fig 5). 
qui mene a ce point f&e. Le jet isotherme atteind 
rapidement l’equilibre par un ajustement final de 
KU, apres l’evolution monotone de A,1 jusqu’a 
6,2 (branche verticale qui termine la trajectoire 
en trait continu). Le comportement du jet leger 
est plus complexe et la figure ne permet pas de 
trancher entre une inversion (peu probable) de la 
causalite qui lie KU, et A,1 et le simple retard. 
Cette representation a neanmoins le merite d’offi-ir 
une description synthetique de ce phenomene de 
relaxation encore ma1 compris. 
Dans ce plan la trajectoire dun jet chauffe, 
maintenant soumis a l’action de la pesanteur, subit 
l’attraction du point tie associe au regime de 
similitude inertielle avant de se prolonger vers un 
equilibre de type panache que cette figure n’est pas 
a meme de representer. 
sur le champ d’energie cinetique de la turbulence. 
Sous l’action des flux turbulents de masse, l’energie 
cinetique, dont le centre de production se situe hors 
axe, subit un transport vers l’axe qui rapproche 
le point de convergence des couches de melanges 
initiales de la section d’bmission. Cet effet s’inten- 
sifie avec le contraste thermique jet-atmosphere. 11 
s’agit la dune premiere identification du role du 
flux de masse transversal p’v’ dans la modification 
des caracteristiques du jet isotherme par les effets 
de densite. La formulation en regroupement ter- 
naire, par sa capacite a isoler les termes de flux de 
masse, offre de bonnes perspectives d’analyse sur 
ce point particulier. 
Fig 7. Jet chaud S, = 0,3 : champs de vitesse moyenne 
v (nappe bleue) et du flux de masse transversal plvl/p 
(nappe orange) sur le domaine de calcul de la zone 
proche : x/d E [0,20], T/T,,, E [- 1, 11. L’e’chelle verticale 
des vitesses, commune aux deux nappes, est choisie 
arbitrairement pour /a bonne lisibilite des niveaux relatifs 
de v et de ptvullp. 
Fia 7. Fields of the mean soanwisevelocitvV (blue surface) , 
and the turbulent mass-flux p’v’/ij (orange surface) in a 
heated round-iet of densitv-ratio S, = 0.3. The base arid 
is the non-dimensionnal domain xld E iO,20], T/Tma: E 
b 
-1, 11. The velocity scale (relief direction) is the same for 
0th variables and is prescribed for sake of clarity. 
4 I FLUX TURBULENTS DE MASSE 
4.2. COMPARAISON DE MOD~LISATIONS 
4.1. ORDRE DE GRANDEUR ET SIGNE 
La figure 7 montre une comparaison synthetique 
des champs de vitesse moyenne transversale et du 
flux turbulent de masse transversal sur p soit v”. 
Le cas du jet chauffe correspond a la situation 
ou les gradients transverses de V et de p sont 
de signes opposes (situation << contregradient B,). Le 
signe des flux turbulents de masse est alors negatif 
(Chassaing et al, 1994) dans le premier quadrant 
du rep&-e. Le flux turbulent de masse transversal 
change de signe sur l’axe. Dans la region proche 
de la section d’emission, les dew composantes de 
la quantite de mouvement transversale sont du 
meme ordre de grandeur mais de signes opposes. 
Les flux turbulents de masse ont done une action de 
transport vers l’axe qui va a l’encontre de l’advec- 
tion moyenne transversale. Cette remarque consti- 
tue une premiere justification de l’effet de densite 
La figure 8 compare la prediction des tlux tur- 
bulents de masse aux deux ordres de fermeture. 
La qualite est equivalente pour le flux transver- 
sal. Pour le flux de masse longitudinal, dont les 
references experimentales non representees, mon- 
trent qu’il presente un pit hors axe, la fermeture 
au premier ordre est moins satisfaisante. Des ar- 
guments developpes, par Punvanto (1994) et Joly 
(19941, montrent cependant que le couplage des 
champs thermiques et cinematiques passe par l’ac- 
tion du flux de masse transversal. La difficulte, du 
premier ordre, a predire le flux de masse longitudi- 
nal n’enleve done pas l’interet dune simulation par 
fermeture a cet ordre. L’ensemble des resultats de 
Purwanto (1994) affirme le caractere suffisant de ce 
niveau de fermeture pour la restitution de l’effet de 
densite sur les jets libres chauffes. Ce constat ne 
concerne vraisemblablement pas des configurations 
plus complexes, ou les deficiences de (k, E) sont deja 
connues a masse volumique constante. 
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Fig 8. Jet chauffks S, = 0,3 d la section x/d = 12 : (a) Pro- - 
fil du f7ux turbulent de masse transversal pu’/pSU~ ; 
(b) Profil du flux turbulent de masse longitudinal - 
pu’/psUs. (---) : Calcul second ordre, (- -) : Modtle 
au premier ordre [S], (0) : Exp (Djeridane, 1994). 
Fig 8. Turbulent mass fluxes in a heated round jet - 
with S, = 0,3 at section z/d = 12 : (a) pv’/p~l/‘s ; 
(b) pu’/psUs. (-) : Second-order closure, (- -) : First- 
order closure from (Stepowski, 1988), (0) : Exp (Djeridane, 
1994). 
5 n CONCLUSIONS 
La somme d’616ments prksentks donne lieu A deux 
conclusions essentielles : 
1) le choix d’une formulation en regroupement 
binaire ou ternaire, si elle entraine certaines diffk- 
rences de contenu dans le cadre de transpositions 
directes des schgmas de fermeture, n’empkhe 
pas d’en assurer I’identitC, nous avons d6velopp6 
ce point concernant la fermeture des termes de 
diffusion ; 
2) l’usage de la formulation en moyennes 
cent&es donne un outil adapt6 A l’analyse de l’effet 
de densit sur les jets libres chauffbs, et parti- 
culi&rement B celle de l’action des flux turbulents 
de masse. 
Pour ce qui concerne la mod6lisation, nous 
n’avons pas envisagb d’autres possibilitk de fer- 
meture de la corr6lation d’ordre quatre avec la fluc- 
tuation de densit& La solution contenue dans les 
fermetures dkvelopp6es en moyennes pond&es par 
la masse volumique est la seule retenue. La remise 
en question de ce dernier point et la poursuite de la 
reflexion entreprise sur le r6le des corrklations avec 
la fluctuation de densit font l’essentiel des perspec- 
tives de ces travaux. Rappelons enfin que l’objectif 
de ces efforts conjoints d’analyse et de mod6lisation 
est d’atteindre un degr6 t5levC de performance pour 
la prediction des Bcoulements complexes B forts 
contrastes thermiques. 
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ANNEXES 
A. kquations rksolues dans le cadre d’une ferme- 
ture au premier ordre 
Aux deux niveaux de fermeture, la rkolution 
parabolique tire partie du caract&-e solknoidal du 
champ de vitesse moyenne. Soit r = y” oti n = 0 dans 
le cas des jets plans et n = 1 dans les simulations 
de jets ronds, cette condition s’Qcrit : 
Ei+Ezo 
8Y 
(30) 
La forme gkn6rique des Equations de transport 
r6solues est alors : 
oti P$ et & regroupent respectivement les termes 
sources en situation homogkne ou isotherme, et ceux 
spkifiques de la variation de masse volumique. 
Leur contenu est detail16 au tableau I. La forme 
particulikre du terme de diffusion dans l’kquation 
de continuitk empikhe de la mettre sous cette forme 
gkkique, elle s’ecrit en effet : 
Les termes sources tels que donnks dans le ta- 
bleau I nkessitent encore l’utilisation des relations 
ou mod&les suivants : 
-2 
Vt = c,‘; 
- Vt dp 
E 
et pv/= --- 
*p +A 
aF -z- &-put2 2 &-pi -E--- 
dY dY 3 8Y 
Le tableau II donne la valeur des constantes de 
mod6lisation retenues. 
TABLEAU I / TABLE I 
Jermes sources des Lquations rtsolues duns le cadre d’une fermeture au premier ordre 
The production-destruction terms involved in first-order turbulence models 
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TABLEAU II / TABLE II 
Constantes des moddles au premier ordre 
The constants of the first-order 
turbulence models 
c, ok QE up ccl cc2 cc3 
0,09 1,o 1,3 0,7 1,92 1,44 0,95 
B. iquations rCsolues dans le cadre d’une ferme- 
ture au second ordre 
La condition de champ de vitesse moyenne 
solenoi’dal est maintenue et l’equation de continuite 
s’ecrit maintenant conformement a (20) : 
La forme generique des equations resolue dans le 
cadre dune fermeture a l’ordre deux est la suivante : 
ng+vE&*+p@+i@ 
dY 
(36) 
Pe et R# ont la meme signification que dans 
l’Annexe A, D++ represente alors le terme de 
diffusion. Le detail des trois premiers groupes 
de termes est recapitule dans le tableau III. 11 
s’accompagne des definitions suivantes : 
I 
Pi3 = &iq$ + plL;‘“;g (37) 
~- __ 
Ps, = pu/u;dTxfi + p0’u; 3 (38) Xk 
PO2 = p6%;$ (39) 
- - 
G 
23 
= p”: dP 
p xz’ 
G 82 = PQ’dP 
p 21 (40) 
-X7, ~87, 
Q,, = pu;u;--- + pu;uki et 
xJ 
Q = P,,/2 = QLL/2 
(41) 
(42) 
Le modele pour la correlation pression-deforma- 
tion est celui dQ a Lumley (1978) : 
et ,/3 = 1 + ~(i,!i+2111+li)exp 
( -J 
-g 
e 
72 
R0-j + 80,l lg (1+62,4p.:3 rrr-n) 
v 1 
Celui pour la correlation fluctuation de 
temperature-gradient de pression fluctuante est un 
modele developpe a l’ordre un en anisotropie, deduit 
de celui plus general propose par Herard (1986) : 
Ilet = -O’dp’x, = bopO~u;~~~x, 
+b1mdl&x, + bp;m (44) 
Les modeles pour les diffusions turbulentes dans 
les equations aux moments pond&es d’ordre deux 
sont quand a eux calque sur le schema dQ a Daly et 
Harlow [34] adapt6 aux contexte de la variation de 
masse volumique : 
E 
-pfY2u’, = d2 ; puku; 7 g @F/p) (47) 
I -gmk = d, pu’u’ C’E 
k y xq (48) 
La valeur des constantes de modelisation est 
donnee dans le tableau IV. 
TABLEAU Ill / TABLE Ill 
Termes sources et de diffusion des iquations rkolues, mod&es au second ordre inch 
The production-destruction plus diffusion terms involved in second-order turbulence models 
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TABLEAU IV / TABLE IV 
Constantes des modtles au second ordre 
The constants of the second-order turbulence models 
do dl d2 d, C,I C,2 CE3 ao al a2 bo bl bz 
0,22 0,15 0,2 0,19 1,44 1,92 0,95 0 -0,73 0,13 0,8 -0,2 -3,5 
ABRIDGED ENGLISH VERSION 
The modelling of highly-heated subsonic turbulent jets 
This paper deals with two different aspects of 
issues encountered when modelling the behaviour 
of non-isothermal turbulent shear flows. The first 
step raises the alternative to use or not to use the 
mass-weighted statistics proposed by Favre [l]. The 
widespread response is positive and the satisfactory 
results obtained by closures-schemes developped 
using mass-weighted variables are supporting such 
a choice. The second point is relative to the 
understanding of the way density variations are 
acting to modify the behaviour of non-isothermal 
% ows. 
As is developped in the first part, a centred 
treatment (Reynolds average) of the Navier-Stokes 
equations, proposed by Chassaing [2], enables us to 
examine the contents of closure schemes derived in 
Favre statistics. Dealing with centred statistical mo- 
ments only, this formulation isolates the turbulent 
mass-flux contribution otherwise burried in mass- 
weighted mean velocities. Since it is always possible 
to turn Favre variables into centred ones, standard 
gradient-type closure schemes for diffusion terms, ex- 
pressed in Favre variables, are ‘uncompressed’ into 
their centred form. 
Concerning the first-order closure of diffusion 
terms, such as the turbulent shear-stresses, the 
transposal of the Boussinesq hypothesis of an eddy 
viscosity to mass-weighted quantities requires three 
closures assumptions : the first is the Boussinesq 
assumption itself relating stresses U~U: (centred 
fluctuations) to the mean shear Ui,j, the second 
and third ones are gradient type models for the 
two following moments p/u: and pJuiu(, specific of 
variable-density situations. 
Among the numerous problems encountered when 
deriving second-order closures, we focus on the 
modelling of diffusion terms in the transport 
equation for second-order moments. With the same 
method as before the contents of the gradient- 
type closure scheme expressed in Favre variable 
are analysed. It is demonstrated that such models 
rely on a quasi-normal approximation for the joint 
pdf of density and velocity fluctuations, Though 
experimental data do not support such a statement, 
as in the close-to-exit region of binary jets, such jet 
characteristics as the sensitivity of the position of 
the on-axis peak of turbulent-kinetic-energy to the 
density ratio are not predicted by models simply 
neglecting fourth-order correlations like p’u~u:u~. 
The overall conclusion is that transposed closure- 
schemes from constant-density formulations to the 
mass-weighted quantities of variable-density flows 
are making additional hidden assumptions. These 
assumptions, though partially not consistent with 
experimental data, are as questionable as usual 
closure assumptions and sometimes useful to the 
performance of prediction of the heated jet features. 
The closed equations in the Favre variable are 
then transformed to their equivalent in centred sta- 
tistics. A parabolic numerical simulation of heated 
jets based on second-order closure, including the 
hidden above-debated assumptions, is performed. 
The interest of such a ‘come-back’ to centered sta- 
tistics is to give an opportunity to focus on the role 
of turbulent mass-fluxes and to be able to criticize 
the short cuts imbeded in direct transpositions of 
standard models to mass-weighted variables. 
The prediction of experimentally-asserted features 
of density effects on the mean field of variable den- 
sity j’ets is verified. The self-preserving behaviour 
for the mean axial velocity and the mean scalar are 
checked under condition of no-gravity. The predicted 
sensitivity of the streamwise self-preserving evolu- 
tions is found to be well characterized by the concept 
of equivalent diameter supplemented with a new 
equivalent velocity. Due mainly to buoyancy effects, 
measured decay rate coefficients are spread over a 
wide range. This allowed Chen and Rodi [151 to de- 
fine average values only. The predicted coefficients 
are constants and close to this mean values. 
The density effects on the streamwise evolution of 
the turbulent-kinetic-energy is numerically explored. 
The experimental data point out a backward 
shift and increase of the maximum turbulent- 
kinetic-energy with higher exit temperatures. It 
is shown that the model is within the range of 
experimental data collected for binary-mixing light 
jets. However it is stressed that a better knowledge 
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of initial conditions in the exit section, especially 
the dissipation rate profile, would be necessary to 
calibrate the model constants. Till now predictions 
have relied on ad hoc assumptions to deduce the 
dissipation-rate in the exit-section from measured 
quantities. This is a weakness of constant-density 
model calibrations and is a more stringent problem 
in the variable-density jet since intense density- 
effects are simultaneous to the transformation of 
a channel lpipe-flow into a free-shear-flow, 
Despite the remaining frustation as for a fine 
tuning of variable-density closure schemes, the pre- 
diction is considered reasonable enough to perform 
a physical analysis of the way density-effects are 
acting on the centreline velocity decrease and a 
qualitative description of turbulent-mass-fluxes. The 
centreline velocity decay rate is directly related to the 
on-axis gradient of the turbulent-shear-stress profile. 
A simultaneous plotting of non-dimensional para- 
meters relative to those two features gives a new 
insight into the dynamics of heated jets. Finally, 
comparisons between mass-fluxes predicted at first- 
and second-order reveal that a first-order closure is 
likely to be sufficient. The first reason is that the 
spanwise mass-flux is the one that can play a si- 
gnificant role in the momentum and energy balance 
while terms including the streamwise mass-flux can 
be neglected. The second one is that the gradient- 
type closure for the spanwise mass-flux performs as 
well as a two-step prediction through i) a second- 
order prediction of the spanwise turbulent heat-flux 
and ii) the proportional relation between of the 
turbulent-heat-flux and the turbulent-mass-flux un- 
der condition of low turbulent-Mach-number. 
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